現実場面を数学的に考察し解釈する数学的活動に関する授業実践研究: オランダの数学コンテスト「A-lympiad」の授業化を通して by 外山 康平 & 大谷 実
現実場面を数学的に考察し解釈する
数学的活動に関する授業実践研究
－オランダの数学コンテスト「A-lympiad」の授業化を通して－
数学科外山康平
大谷実
オランダの数学コンテストA-lympiad「休憩と労働」の授業化を目指し，教材研究を行い，昨年度に
授業実践にまで至った。本稿は，その授業実践研究に至るまでの整理と，その授業実践研究の分析結果
の報告である。結果として,A-lympiadの教材には，コンテストの問題としての価値だけではなく，授業
で扱う価値のある教材でもあり，その価値が多様に存在していることが確認できた。
キーワード:A-lympiad現実世界とのつながりを意識した数学言語活動試行錯誤や場合分け
1．はじめに
1.1教科のSGH化で数学に求められるもの
本校は，今年度スーパーグローバルハイスクール
（以下,SGH)の認定を受けグローバルリーダーの
育成を目指して，学校全体で教育研究を進めている。
各教科単位においては，「教科カリキュラムのSGH
化」をテーマに研究を進めており，具体的に目指す
活動としては，①「課題研究」の基礎となる教育活
動であること②グローバルリーダーとしての技能や
教養を身につけることの2点を意図した教育活動を
促進するよう，研究を進めている。
上記の2点の目標を，数学科においてさらに具体
化して考えたときに，まず重点的に育成すべき能力
として，現実場面を数学的に考察し解釈する能力の
育成，つまり数学的モデリング能力の育成，そして
協働して課題を解決する能力の育成，そして数学的
考察をまとめ発表する能力の育成に着目した。これ
らの能力の育成は，上記の2点の目標を実現するた
めの下位目標としてかかげられるものであり，数学
科として育成に取り組むことができる目標と考え，
今回のテーマの設定に至った。
1.2オランダでの数学A-lympiad
A-lympiadは，オランダのユトレヒト大学のフロ
イデンター ル研究所の「数学A-lympiad委員会」に
よって組織された数学の競技会である。本家の競技
では，日本でいう高校2年生～3年生を対象に，3，
4人のチーム単位で,1日かけて行うものである。
解答は，レポート形式で提出され，本選では口頭発
表も行われる。主に，文系の数学を履修している生
徒が参加することができるものである。
その特徴として，実世界での数学の応用，モデル
化，高次の思考，問題解決プロセスを評価するもの
で，現実的な場面をとりあげていてかつオープンエ
ンドであるうえに，問題解決型である問題である。
そのため，問題を解釈し，方略を決定することを経
て議論し，解へ至る全体の道筋を考えなくてはなら
ない。
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生産力が向上するかどうか調べなさい。休憩の入れ
方を変えて，最大の生産力が得られるのはどこか考
えなさい。
・・・（課題2cまでがA-lympiadO)･・・・
最終課題
オランダでは，健康と安全上のルールとして次の
規定がある。
健康と安全上のルール
〆憩：仕事のある日には
5蹄廊弛分以上働いたら少まくとも30分以上
の沐憩を攻る。
8畔間以上働いたら，少まくとも“分以上の
泳憩を敗る。その沐憩は〃分以上続いたもの
でまくてはならをい･
〃時間以上働いたら，少まくとも60分以上の
〆憩を政る。その倣憩は細分以上続いたもの
でを〈てはまらまい。
ある工場では，少なくとも週に19200wpuの生産
力を発揮するようにしなければいけない。
工場は，7：30から18:30まで開いている。
最終課題a上記のルールを満たしたうえで，労働
者にとって最も都合のよい1日のスケジュールと1
週間のあり方を提案せよ．（週休2日制とせよ.）
最終課題b上記のルールを満たしたうえで，雇用
者にとって最も都合のよい1日のスケジュールと1
週間のあり方を提案せよ．（週休2日制とせよ.）
最終課題c各チームで，自分たちの会社のルール
を設定し，そのルールのもとで，最も都合の良い1
日のスケジュールと1週間の在り方を提案せよ．
・・・（最終課題abcがA-lympiadO)････
2．指導計画と教材の選定
2.1本時に至るまでの学習の流れ
作業環境を整えるために，各チーム1台のPCと
デジカメを用意し，デジカメをスキャナー代わりに
使って，発表原稿を作成していくように工夫した。
題意把握から始まり，問題解決を協働で行い，課
題に取り組んでいった。課題を取りかかる際には，
まず，ぶつかるのは「題意把握の難しさ」と「近似
の考え方の難しさ」があった。
「題意把握の難しさ」とは，生徒の「何をしていい
のか分からない」という声である。実際は，生産性
を具体的に計算で求めていけばいいのであるが，そ
の前の授業まで二次関数の学習をしていた訳で，今
までの学習にはない試行錯誤が求められていること
が中々把握できない様子であった。
「近似の考え方の難しさ」とは，実際は，適当にお
およその生産性の数値を計算すればよいのであるが，
生徒たちは，きっちりと正しく一致する数値計算を
求めているようで，「そんな雑な計算は考えもしな
いし，正しいと思わない」という生徒の数学観が障
害となっていた様子であった。グラフも，課題①で
は曲線グラフを扱っていたので（課題②では直線グ
ラフを扱う)，「正しく計算しなければいけない」と
いう考えがより障害となっていた。
基本的には，生徒たちの自主的な活動になるよう
促すよう運営したが，作業が滞ってしまうときには，
支援して作業を進めていった。
最終課題cのルール設定では，つまりは最大最小
問題となるようなバランスの良いルールになってい
ないといけないので，各チームで一度設定したルー
ルを回収し，教員の方で改定して配布し直し，ホワ
イト企業やブラック企業など設定を決めた状態で，
各チームで取り組ませるよう工夫した。
2.2課題の中で顕在化する考え
A-lympiad①での，生産性の計算は，台形の面積
計算である。休憩を入れると，台形のギザギザが増
えるので面積が増え，生産性があがると考えられる。
（授業では，ギザギザ理論と言っていた｡）
しかし，休憩を入れると，実労働時間が減るので，
生産性が下がるという見方もできる。そこで，その
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相反する2つの考えのバランスの良い形を考えてい
かなくてはいけないのが，問題の本質である。
生徒たちのA-lympiad①における大多数の結論は，
「休憩を細かく入れれば入れるほど生産性があが
る」という結論であった。例えば，「3.5分労働と1
分休憩を繰り返す」といったようなものが多かった。
しかし，内容としては，台形が細かく増えていく
という意味なので，面積が増えることは理解できる
が，現実的とは言えなかった。すなわち,A-
lympiad①の生徒の結論は，非現実的な数学的観点
だけからの考え方が最初は，多かった。
徐々に，生徒たちの中でも，「1分の休憩はおかし
い」という声が広がっていったものの，「現実的な答
えかどうか」という問いは，普段の数学にはない文
化であり，それに戸惑っている様子が見られた。
A-lympiad②では，現実的という観点を重視し，
休憩時間を細かすぎないよう，意識して取り組んで
いた。A-lympiad②では，自分たちの会社のコンセ
プトを決めることをまず取り組んだ。例えば，「休
憩時間が必ず2時間以上は保障されているホワイト
企業」であったり，「生産性を必ず週に40000wpuを
出すブラック企業」といった具合である。
その後,A-lympiad②では，「各会社にとって，最
もよい労働時間の在り方はどういったものか？」を
考え，プレゼンしてもらうといった課題として取り
組んでいった。要するに，各会社によって決めた
ルールのもとで最大最小問題を取り組む課題という
ことである。
具体的には，「休憩をとれば生産性があがる」とい
う，ある学説に基づいた前提にそって，「休憩をたく
ざんとって生産性をあげる」考えと「実労働時間を
増やして生産性をあげる」考えとの相反する考えの
間で最適解を求めていく課題である。
3．授業の実際
①題材：「労働と生産」
全12時間中第12時が本時
②授業実施日：平成26年10月4日（本時）
③対象生徒：金沢大学附属高等学校
高校1年生のlAクラス(42人）
④発表する課題:A-lympiad最終課題a,b,c
⑤発表する班:Al班,A2班,A6班
⑥授業の目標
･A-lympiadの問題に対して，協働して課題に意
欲的に取り組む【関心・意欲・態度】
・自分たちの考えをまとめ，発表し評価しする活
動に意欲的に取り組む【関心・意欲・態度】
・休憩の取り方についての場合分けや試行錯誤を
協働して思考する【数学的な見方・考え方】
・グラフを用いて生産性を表す数値を適切に計算
し処理する【数学的技能】
・問題に内在する生産性をあげるための数学的な
構造を理解する【知識・理解】
⑦授業の実際
最終課題a,bについては，オランダの健康と安全
上のルールを満たした上で，労働者側と雇用者側の
双方の立場から，最大・最小問題に取り組むという
内容である。休憩時間は，現実の設定を考え，常識
の範晴で，例えば1時間10分や30分以上の休憩と
いった前提を考えていた。
労働者側にとっての最大は，「いかに休憩を最低
限入れながら，最大の生産量を生み出すか」という
考え方である。
雇用者にとっての最大は，「最低限の生産性を保
証しながら，休憩時間が十分に保証され，早く帰れ
るような労働時間を考える」というものである。
現実的な休憩時間をどれだけに捉えるのか，によ
って答えが違うものの，「労働力を100%に戻すよう
に，休憩をとる」ことに注意して課題に取り組んで
いたので，どの班も，おおむね問題解決できていた。
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での生産量は,679.35wpu｡残りは,1244.4wpu｡残
りの1244.4wpuに必要な労働時間は,2.2時間。以上
をまとめると，
70－四－210-画（昼休憩)-132
旧は休憩時間：単位は分）とすれば,休憩時間は
80分，実労働時間は6時間52分，帰宅時間は15:42
となり，条件を満たす。
次に，「労働時間のバランスが悪い」ということで，
3回の労働で1日のノルマである3840wpuを達成す
るような労働時間の分配を考えると,3840wpu-
3=1280wpu｡l280wpuに必要な労働時間は2.27時
間。それを100%の生産性に戻すのに必要な休憩時
間は，40分。しかし，昼休憩一時間をとらなければ
ならないが,20分が無駄な休憩となる。よって，一
回目の労働の後，生産性をあえて100％に戻さず，昼
休憩の一時間で100％に戻すようにする。こうする
と
137-画-145-囮（昼休憩)-137
Cは休憩時間：単位は分）とすれば,休憩時間は
81分，実労働時間は6時間59分，帰宅時間は15:50
となり，条件を満たす。
以上の考察により,A2班の最終課題では，
ケース2とケース3がほぼ同じ結果となったため，
そのどちらかが，最終プランであるという結論で
あった。
さらに,A2班の発表では，「どちらのケースも，
昼休憩を最大限生かすことが共通」ということから，
「労働者に優しい労働を考えようとした場合，雇用
者側にとって，昼休憩が重要である。経営者になる
なら，昼休憩をしっかり考えましょう」という主張
までできていた。
A6班の発表
A6班のルール（ブラック企業）
・7：30～20：30を労働時間とする
･1週間に40000wpu
．1日の休憩の合計がl.5時間以上
･12:00～14:00の間に,30分以上の
連続した休憩をいれる
A6班の最終課題では，上記のようなルールに基
づいて行われた。概ねの結論に至るまでの推移は，
次のようなものであった。
休憩は細かくとればとるほど，生産性が上がる
（ギザギザ理論）ので，いかに生産性をあげるか？
がポイントであるA6班では，「現実的な最短の休
憩時間は何分か？」がまず重要な内容であった。A
6班では，最短の休憩時間を20分として，課題に取
り組むことにした。
30分の昼休憩を無駄にしないために，その直前に
どのような労働が良いか？を考えると,100%に戻
るような労働時間は,30分×3=105分。その前の
時間は，休憩時間をできるだけ短くしたいから，70
分労働-20分休憩を2回繰り返す。昼休みを最大限
生かす以上，これ以上の変更はないので，午前中の
労働条件がこれで確定する。
問題は，午後の労働条件である。20分休憩を何回
とるか，が問題となるが，この点については，「休憩
を100%になるようにとればとるほどよい｣という考
え方と，「休憩をとると実労働時間が減るので合計
の生産量が少なくなる」という考え方のバランスが
非常に難しいところである。
それを試行錯誤して求めていく。1回休憩をとっ
た場合，台形の面積計算になるわけだが，計算する
と3843.6wpu｡2回休憩をとった場合,3870.7wpuo
3回休憩をとった場合,3830.3wpu｡4回休憩を
とった場合,37722.3wpuoつまり，昼休憩の後に,2
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これによって"軸の式は"=器壽389のときに
2次関数が最大値をとることが分かり,nは整数だ
から，〃＝4のときに最大値をとることが分かる。
したがって，試行錯誤の結果だけではなく，数式的
にも，「昼休みの後に2回休憩をとる場合が最大の
生産量である」ことを発見できていた。
回休憩をとるプランだと，最大の生産量が得られる
ことが分かる。
ゆえに，最終的なA6班の労働プランとしては，
7：30始まり20:30終わりで
70-四一70-m-105-囮-70-画-70-m-285
のプランが提案された。Cは休憩時間：単位は分)。
休憩時間は110分,実労働時間は13時間週あたりの
生産量は，
(1日あたり6233.9wpu)×7=43637.7wpuとなり，
1週間に40000wpuの条件を満たす。（本来は，現実
世界を考えた場合，労働基準法の問題や週休2日制
といった条件を考えなくてはならないが，ここでは，
そこまで考えず結論付けた｡）
さらに,A6班では「昼休み後に何回20分休憩を
とれば，生産量が最大となるか」について，計算を
定式化して，数式で，最大値を求めることまで考察
した。
グラフの形状から,1時間あたり5%生産効率が
減少していくことを読み取り，次のような式を立て
た。
4．授業実践の分析と考察
オランダの数学コンテストA-lympiadの授業化に
よる教育的な価値として，次の4点があげられると
考える。
・試行錯誤や場合分けといった本質的な考え方を重
視した数学的活動の実現
・数学における活発な言語活動の実現
・証明の重要さを実感できる価値
・現実世界とのつながりの中で数学を考える価値
試行錯誤や場合分けといった本質的な考え方を重視
した数学的活動の実現
通常の授業内の課題でも，場合分けや試行錯誤
といった数学的な考え方は現れる。しかし,A-
lympiad「休憩と労働」の課題の中では，例えば，
「より休憩を細かくとるとどうなるか？」や「労働
時間がバラバラの長さを均一にしたらどうなる
か？」といった問題提起とそれを実験で確かめてい
く実験的な思考が最も重要な活動となっている。実
際に，「細かく休憩をとれば生産量があがる」という
ギザギザ理論や「労働時間を均等にして生産量を上
げる」考え方などは，生徒たちがあれこれ試行錯誤
して見つけていくものであった。これほど，実験的
な思考や試行錯誤が焦点となる教材は中々見られな
い。
A-lympiad「休憩と労働」の課題は，論理的な思
考や帰納的な思考によって単一の解が出る問題では
なく，「試行錯誤と場合分けでどれだけ良い解を生
み出せるか」が問題のポイントとなっている。した
n
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図1：生徒Fの考察
n:70分労働と20分休憩の90分セットを入れる回数
この定式化によって，生産量X(n)を
x(")=｛Ⅲ階("-2)}x5+10}x｝際("-21｝｝、;”60,
という2次関数で表した。
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がって，決まった解を求めていくのではなく，ベ
ターな解を求めていく数学観が内在されているので
ある。
ゆえに，この課題には，最も原始的で本質的な考
え方である実験的思考や試行錯誤の力を育成する価
値が内在されていると考える。
数学における活発な言語活動の実現
A-lympiad「休憩と労働」の課題では，「試行錯誤
と場合分けでどれだけ良い解を生み出せるか」が問
題のポイントとなっているため，難しい公式や考え
方があるわけではない。必要なのは，「もっとこう
すれば生産性が上がるのではないか」という発想力
と地道な計算による試行錯誤である。ゆえに，数学
が得意でない生徒も一緒になって考えることができ
る。実際に，どのグループの中でも，ともに計算し
あい，議論し，よりよい生産量を目指していく姿勢
が見られた。そのようなよりよいベターな解答を目
指して議論しながら作っていく数学は，普段の授業
の中では中々実現しにくいものである。
また，発表の際にも，特徴的な性質がある。それ
は，「終わった後の質疑応答」である。「例えば，休
憩時間をあと1回とれば，より生産量は上がりませ
んか」などといった，生産量の計算の精度に関する
質問が生まれる点である。
この課題の場合，決まった解はない。それゆえ，
「最適な生産量である」ことをどれだけ合理的に求
めたか，そしてそれをどれだけ詳しくプレゼンでき
たか，が問われるのである。そのどちらが欠けても，
教室内での「納得」が生まれないわけである。2～
3枚のポスターの中に，わかりやすく簡潔に，自分
たちの高い精度の思考過程を盛り込み，それを伝わ
るようにしっかりプレゼンする。そのような質の高
い言語活動を数学の課題の中で実現することができ’
るのも，この教材の価値と言えるであろう。
証明の重要さを実感できる価値
この課題が，発表を求められ，さらにその説明の
わかりやすさが重要となることは先に述べたとおり
である。しかし，それは一方で，どんな場合分けや
試行錯誤による説明より，数式による一般化された
証明が説得力を増すことを感得する経験ができると
いうことも意味している。
具体的には,A6班が定式化した二次関数の最大
値を求める考え方を利用した数式である。彼らの発
表は，試行錯誤で答えを求めるのみならず，さらに，
その定式化を求めた。それは，自分たちの解答に対
して，より高いレベルの数学を求めたということで
ある。なぜ，彼らがそのようなレベルの解を求めた
のか考えると，「定式化できるかもしれないという
好奇心」と「それによって得る解の確実さ」のため
のように思われる。計算によって得られる正しさを
もって,｢100%自分たちの解が間違ってない」とい
う自信を持てるわけである。したがって，この課題
には，そのような，より高級な数学的な思考に向か
う姿勢を育成する価値が内在しているように感じら
れる。
現実世界とのつながりの中で数学を考える価値
A-lympiad「休憩と労働」の課題では，あくまで，
雇用者の立場で，もしくは労働者の立場でものを考
えている。それは，つまり，この課題が「本当にこ
れが現実と言えるのか」という問いを常に内在して
いるということでもある。
実際に今回の課題の場合，どの教室でも，教室内
で自然とそのような声が生まれてきた。特に，ギザ
ギザ理論の話の場面で，あるグループが「極限まで
細かく休憩をとれば，常に100％で仕事できるので
はないか？」という声があがり，それに対して，「で
も，現実でそんなことはありえないのではないか」
という声があがる。「では，現実では，休憩の時間と
して，最低限，どのくらいの時間を想定しなければ
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いけないか」といった具合に，より現実を意識した
数学の解を考え始めていく場面があった。
また，発表の際にも，「労働基準法や週休2日制
といったことは考えないのですか」という質問が飛
ぶ。これも，確かにそこまで考えていないのは至ら
ない点ではあるが，「実際の現実ではどうなのか？」
という観点から，解を捉えることができていたのが
重要なのである。
この課題では，最適な解を求めることが問われて
いるが,本当に大切なことは，「それがどこまで現実
的な解なのか」である。普段の数学の授業の枠をこ
えて，そのような視点で，話を見つめ直すことがで
きるのが，教材の価値と言える。
さらに,A2班の発表では，課題を考察すること
を通して，「経営者になるなら，昼休憩をしっかり考
えましょう｡｣という解を解釈することまでできてい
た。あくまで数学の課題として取り組んでいたもの
が，本当の現実世界で起こる「休憩と労働の在り
方」についての，独自の主張が生まれていたのであ
る。普段の数学の授業の中では，絶対に生まれない
主張である。現実世界の中に埋め込まれた数学の課
題であることと，その解から現実世界の話へ解釈し
直すことの重要さを改めて感じられる教材だと言え
る。
5．まとめと今後の課題
オランダの数学コンテストA-lympiad「休憩と労
働」の授業化によって，改めて，この教材が多くの
教育的な価値を内在する教材であることが分かった。
それは，コンテストの問題としての価値だけではな
く，授業の中で扱う教材としての価値も内在してい
ることが，この授業実践を通して，確認できたこと
である。
数学的な思考力を育成する上で，確かに，様々な
考え方（一般化する考え，帰納的な考え，極限の考
えなど）があり，そのどれもが数学の中では重要視
される。しかし，誰もが理解でき，かつどのような
レベルの問題にぶつかっても重要となる思考は，試
行錯誤と場合分けの考えだと思われる。もちろん，
台形の面積を計算することや近似的な解を認めるこ
ともこの課題の中で重要と言えるが，それは，グ
ループ内での教えあいで乗り越えられる。やはり，
この課題の最も重要な要素は，「試行錯誤と場合分
け」が焦点化して問われている点である。個人的に
は，「このような教材を十分に扱うことこそ，本当に
大切なことではないか｣，「時間をとって育成すべき
生徒の力なのではないか」と考えている。
まだまだ，オランダの数学コンテストA-lympiad
の問題は，存在している。より多くの題材を授業化
し，その価値を確認していくことが今後の課題であ
る。
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